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Аннотация. В данной работе рассматривается задача о внедрении плоского клина в выпуклую заготовку 
криволинейной формы. В ходе решения задачи, поставленной авторами работы, определяется система 
уравнений для нахождения угла раскрытия центрированного веера в жесткопластической области и коор-
динат точек, лежащих на пересечении клина и деформированной поверхности, а также деформированной и 
недеформированной поверхностей. Также в работе выводится система дифференциальных уравнений, поз-
воляющая найти функцию, описывающую форму деформированной поверхности выдавленного материала, 
с помощью которой можно точно определить геометрическую границу области. Далее авторами с помо-
щью полученных выше систем дифференциальных уравнений и функции, характеризующей геометрию 
изменения деформируемой границы выпуклой формы, описывается алгоритм нахождения нагрузки, необ-
ходимой для внедрения клина в выпуклую заготовку. При этом клин может изготавливаться из различных 
материалов в зависимости от постановки задачи и требуемого практического применения. Также в работе 
предлагается аналитическое решение системы дифференциальных уравнений для определения времени, 
затрачиваемого на внедрение клина до момента обращения угла раскрытия веера характеристик в нуль. В 
статье решается типовая задача (о внедрении клина в гиперболический цилиндр), с помощью которой де-
монстрируется аналитическое решение определения нагрузки и уравнения для деформируемой границы 
заготовки в области внедрения клина. В работе показывается, что, зная уравнения движения выпираемой 
границы тела и используя определённое напряжённо-деформируемое состояние в области деформирования, 
можно определить площадь области, которая будет подлежать выпячиванию. 
 
Summary. In this paper, the problem of embedding a flat wedge into a convex workpiece of a curved shape is con-
sidered. In the course of solving the problem posed by the authors of the work, a system of equations is determined 
to find the opening angle of a centered fan in a rigid plastic region and the coordinates of points lying at the inter-
section of the wedge and the deformed surface, as well as deformed and undeformed surfaces. Also in the work, a 
system of differential equations is derived, which allows us to find a function describing the shape of the deformed 
surface of the extruded material, with which it is possible to accurately determine the geometric boundary of the 
region. Further, the authors, using the systems of differential equations obtained above and a function characteriz-
ing the geometry of the change in the deformable boundary of a convex shape, describe an algorithm for finding the 
load necessary for embedding a wedge into a convex workpiece. In this case, the wedge can be made of various 
materials, depending on the task statement and the required practical application. The paper also proposes an ana-



 
 
 
lytical solution to a system of differential equations to determine the time spent on the introduction of a wedge, un-
til the angle of opening of the fan of characteristics turns to zero. The article solves a typical problem (about em-
bedding a wedge into a hyperbolic cylinder), which demonstrates an analytical solution for determining the load 
and the equation for the deformable boundary of the workpiece in the area of wedge embedding. The paper shows 
that, knowing the equations of motion of the bulging boundary of the body and using a certain stress-strain state in 
the deformation region, it is possible to determine the area that will be subject to bulging. 
 
Ключевые слова: жесткопластическое тело, плоский клин, плоская деформация, выпуклая заготовка, 
вдавливание, гиперболический цилиндр. 
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Введение. Клин с углом раствора 2θ  внедряется в выпуклую заготовку криволинейной 
формы. В результате внедрения часть материала выдавливается и форма заготовки изменяется. 
Поле линий скольжения состоит из трёх областей (см. рис. 1). Две из них – 𝐴𝐵𝐷 и 𝐴𝐸𝐶 – имеют 
треугольную форму, оба семейства линий скольжения в них прямолинейны; третья область – цен-
трированный веер 𝐴𝐷𝐸. 

 

 
 

Рис. 1. Поле линий скольжения при вдавливании клина с углом  
раствора 2θ в выпуклую заготовку 

 
Скорость внедрения клина 𝑉௬  постоянна и полагается равной െ1, т. к. ось 𝑦  направлена 

вверх, коэффициент трения μ постоянен вдоль поверхности контакта клина с заготовкой. Его зна-
чение связано с углом η зависимостью [1] 

μ ൌ
cos 2η

1 ൅ sin 2η
. 

Решение задачи состоит в определении в каждый момент времени 𝑡 формы деформирован-
ной границы материала 𝐴𝐹𝐶, координат точек 𝐴 и 𝐶, угла раскрытия веера ψሺ𝑡ሻ. Известные значе-
ния перечисленных параметров позволяют найти необходимую для внедрения клина нагрузку. 

Алгоритм решения задачи. В каждый момент времени поле скоростей определяется про-
екциями скорости 𝑉௬ на α- и β-линии, которые равны [2-4] 



 
 
 

𝜐஑ ൌ െ𝑉௬
sinθ
cos η

, 𝜐ஒ ൌ 0. 

Из полученного поля скоростей следует, что движение материала в области 𝐵𝐴𝐹𝐶 происхо-
дит по направлению α-линий, при этом области 𝐴𝐵𝐷 и 𝐴𝐸𝐶𝐹 движутся как жёсткое целое, а угол 
раствора веера в силу выпуклости заготовки монотонно уменьшается. Из этого следует, что весь 
процесс деформирования можно разбить на два этапа: первый происходит при ψ ൐ 0, деформиро-
ванная поверхность в процессе пластического течения образуется в точке 𝐶, а в точке 𝐴 она под-
минается клином; второй начинается в момент времени 𝑡∗ при обращении угла ψ в нуль, дефор-
мированная поверхность также образуется в точке 𝐶, но в точке 𝐴 она уже не подминается клином 
и, соответственно, не оказывает влияния на пластическое течение. 

На первом этапе материал в области 𝐴𝐸𝐶𝐹 движется как жёсткое целое, проекции скорости 
точек области на оси координат 𝑥 и 𝑦 равны [5] 

𝜐௫ ൌ 𝜐஑ cosሺη െ θ ൅ ψሻ , 𝜐௬ ൌ 𝜐஑ sinሺη െ θ ൅ ψሻ. (1) 

Интегрирование соотношений (1) даёт уравнения свободной границы деформированной 
поверхности 𝐴𝐹𝐶 в виде 

𝑥ሺ𝑡, τሻ ൌ 𝜐஑ න cosሺη െ θ ൅ ψሻ
௧

த
𝑑𝑡 ൅ 𝑥଴ሺτሻ,

𝑦ሺ𝑡, τሻ ൌ 𝜐஑ න sinሺη െ θ ൅ ψሻ
௧

த
𝑑𝑡 ൅ 𝑦଴ሺτሻ,

  

где 𝑥 ൌ 𝑥଴ሺτሻ , 𝑦 ൌ 𝑦଴ሺτሻ  – параметрическое представление границы тела до деформации;  
𝑥 ൌ 𝑥ሺ𝑡, τሻ, 𝑦 ൌ 𝑦ሺ𝑡, τሻ – параметрические уравнения деформированной части свободной поверх-
ности 𝐴𝐹𝐶 в момент времени 𝑡. Параметр τ выбран так [6], что он совпадает со временем перехода 
соответствующей точки с недеформированной границы на свободную поверхность выдавливаемо-
го объёма, т. е. 

𝑥଴ሺτሻ ൌ 𝑥஼ሺτሻ, 𝑦଴ሺτሻ ൌ 𝑦஼ሺτሻ. 

В силу ортогональности треугольников 𝐴𝐵𝐷  и 𝐴𝐸𝐶 , а также равенства линий 𝐴𝐷  и 𝐴𝐸 
между собой справедливо соотношение 

|𝐴𝐶| ൌ √2|𝐴𝐵| cos η. 

Координаты точек 𝐴 и 𝐶 находятся как проекции прямой 𝐴𝐵 и ломаной линии 𝐵𝐴𝐶 на оси 𝑥 
и 𝑦: 

𝑥஺ ൌ |𝐴𝐵| sin θ, 

𝑦஺ ൌ 𝑉௬𝑡 ൅ |𝐴𝐵| cos θ, 

𝑥஼ ൌ |𝐴𝐵| sinθ ൅ |𝐴𝐶| cos δ, 

𝑦஼ ൌ 𝑉௬𝑡 ൅ |𝐴𝐵| cos θ െ |𝐴𝐶| sin δ, 

где δ ൌ ஠

ସ
െ η ൅ θ െ ψ. Из полученных равенств можно вывести соотношение между координатами 

точки 𝐶: 
𝑥஼

1 ൅ω cos δ
ൌ

ሺ𝑦஼ ൅ 𝑡ሻtgθ
1 െωtgθ sin δ

, (2) 

где ω ൌ √ଶ

జಉ
ൌ √2 ୱ୧୬஘

ୡ୭ୱ஗
. 

Так как точка 𝐶 лежит на недеформированной поверхности, при форме заготовки 𝑦 ൌ 𝑓ሺ𝑥ሻ 
справедливо равенство 



 
 
 

𝑦஼ሺ𝑡ሻ ൌ 𝑓൫𝑥஼ሺ𝑡ሻ൯. (3) 

Точка 𝐴 лежит на пересечении деформированной поверхности и клина, поэтому [7–10] 

𝑥஺ ൌ
𝑥஼

1 ൅ω cos δ
ൌ 𝜐஑ න cos ቀ

π
4
െ δቁ

௧

தಲ

𝑑𝑡 ൅ 𝑥஼ሺτ஺ሻ,

𝑦஺ ൌ
𝑦஼ ൅ 𝑡ωtgθ sin δ
1 െωtgθ sin δ

ൌ 𝜐஑ න sin ቀ
π
4
െ δቁ

௧

தಲ

𝑑𝑡 ൅ 𝑦஼ሺτ஺ሻ,
 (4) 

где τ஺ – время начала движения материальной точки, имеющей в момент времени 𝑡 координаты 
𝑥஺ሺ𝑡ሻ,𝑦஺ሺ𝑡ሻ. 

Соотношения (2) – (4) представляют собой систему четырёх уравнений с четырьмя неиз-
вестными функциями: 𝑥஼ሺ𝑡ሻ, 𝑦஼ሺ𝑡ሻ, δሺ𝑡ሻ, τ஺ሺ𝑡ሻ. 

Дифференцированием по 𝑡 эта система может быть приведена к системе дифференциаль-
ных уравнений с отклоняющимся аргументом: 

𝑦′஼ሺ𝑡ሻ െ 𝑓′ሺ𝑥஼ሻ𝑥′஼ ൌ 0,

𝑥′஼𝑧ଵ െ 𝑦ᇱ஼𝑧ଶ െ ωψᇱሾ𝑥஼ sin δ 𝑧ଵଶ െ ሺ𝑦஼ ൅ 𝑡ሻ cos δ 𝑧ଶଶሿ ൌ 𝑧ଶ,

𝑥′஼𝑧ଵ െ ψᇱ𝑥஼𝑧ଵଶω sin δ ൅ τ′஺ሾ𝜐஑ cosሺη െ θ ൅ ψሺτ஺ሻሻ െ 𝑥′஼ሺτ஺ሻሿ ൌ

ൌ 𝜐஑ cosሺη െ θ ൅ ψሻ ,

𝑦ᇱ஼
𝑧ଶ

tgθ
െ ω cos δ

𝑧ଶ
tgθ

ψᇱሾ𝑡tgθ ൅ 𝑧ଶሺ𝑦஼ ൅ 𝑡ωtgθ sin δሻሿ ൅

൅τ′஺ሾ𝜐஑ sinሺη െ θ ൅ ψሺτ஺ሻሻ െ 𝑦′஼ሺτ஺ሻሿ ൌ 𝜐஑ sinሺη െ θ ൅ ψሻ െ ω sin δ 𝑧ଶ,

 (5) 

где 𝑧ଵ ൌ
ଵ

ଵାனୡ୭ୱஔ
, 𝑧ଶ ൌ

୲୥஘

ଵିன୲୥஘ୱ୧୬ஔ
. 

В момент начала процесса деформирования 

𝑡 ൌ 0, 𝑥஼ ൌ 0,𝑦஼ ൌ 0, τ஺ ൌ 0, δ଴ ൌ
π
4
െ η ൅ θ െ ψሺ0ሻ,

𝑧ଵ଴ ൌ
1

1 ൅ω cos δ଴
, 𝑧ଶ଴ ൌ

tgθ
1 െωtgθ sin δ଴

  

и система (5) примет вид 

𝑦′஼ െ 𝑓′ሺ0ሻ𝑥′஼ ൌ 0,

𝑥′஼𝑧ଵ଴ െ 𝑦ᇱ஼𝑧ଶ଴ ൌ 𝑧ଶ଴,

𝑥′஼ ൅
τ′஺
𝑧ଵ଴

ቂ𝜐஑ cos ቀ
π
4
െ δ଴ቁ െ 𝑥′஼ቃ ൌ

𝜐஑
𝑧ଵ଴

cos ቀ
π
4
െ δ଴ቁ ,

𝑦ᇱ஼ ൅
τ′஺tgθ
𝑧ଶ଴

ቂ𝜐஑ sin ቀ
π
4
െ δ଴ቁ െ 𝑦′஼ቃ ൌ

𝜐஑tgθ
𝑧ଶ଴

sin ቀ
π
4
െ δ଴ቁ െ ωtgθ sin δ଴ .

  

Это система четырёх уравнений с тремя неизвестными – 𝑥′஼, 𝑦′஼, τ′஺. Условие совместности этой 
системы 

𝑓ᇱሺ0ሻ ൌ
𝑧ଵ଴ ቂቀ𝜐஑ cos ቀ

π
4 െ δቁ 𝑧ଵ଴ െ 𝑧ଶ଴ቁ ሺ𝑧ଶ଴ െ tgθሻ െ 𝑧ଶ଴𝜐஑ sin ቀ

π
4 െ δ଴ቁ tgθሺ𝑧ଵ଴ െ 1ሻቃ

𝑧ଶ଴ ቂ𝜐஑ cos ቀ
π
4 െ δቁ ሺ𝑧ଶ଴ െ tgθሻ𝑧ଵ଴ ൅ 𝑧ଶ଴tgθ ቀ1 െ 𝑧ଵ଴ ቀ𝜐஑ sin ቀ

π
4 െ δ଴ቁ ൅ 1ቁ ൅ 𝜐஑ sin ቀ

π
4 െ δ଴ቁቁቃ

 



 
 
 
определяет начальное значение функции δሺ𝑡ሻ. При 𝑓′௫ሺ0ሻ ൌ 0 это условие совпадает с уравнени-
ем, связывающим углы раствора клина θ и раскрытия веера ψ в задаче о внедрении клина в полу-
пространство: 

cosሺ2θ െ ψ଴ሻ ൌ
cosψ଴

1 ൅ sinψ଴
.  

Форма деформированной границы на этом этапе определяется функцией, являющейся ре-
шением системы (5) и имеющей вид  

𝑦 ൌ 𝐹ሺ𝑥ሻ. 

Поскольку область 𝐴𝐸𝐶𝐹 движется как жёсткое целое, поле напряжений в этой области в 
рамках теории идеального жесткопластического тела не определено. Приведённое на рис. 1 поле 
прямолинейных характеристик определяет напряжённое состояние, которое может рассматривать-
ся как возможное, статически допустимое продолжение поля напряжений в эту область. Оно имеет 
вид 

σଵ ൌ 0, σଶ ൌ െ2𝑘. 

Прямая линия 𝐴𝐶 является линией разрыва напряжений, на ней выполняется условие 

𝑛௝σ௜௝ ൌ 0, 
а в области 𝐴𝐹𝐶 

σ௜௝ ൌ 0, 

поэтому граничные условия на деформированной свободной поверхности выполняются [11]. 
Усилие, необходимое для внедрения клина, рассчитывается по формуле 

𝑝 ൌ 4𝑘ሺ1 ൅ψሻ|𝐴𝐵| sinθ.  

Схема пластического течения на втором этапе деформирования представлена на рис. 2. 
 

 
 

Рис. 2. Схема пластического течения при ψ ൌ 0 
 

Все точки области 𝐴ᇱ𝐶′𝐶ଵ𝐵ଵ𝐴ଵ в каждый момент времени 𝑡 (𝑡 ൒ 𝑡∗) движутся с одной и той 
же скоростью 𝜐, проекции которой на оси координат равны 

𝜐௫ ൌ 𝜐஑ cosሺη െ θሻ , 𝜐௬ ൌ 𝜐஑ sinሺη െ θሻ. 

Уравнение подвижной границы 𝐴ᇱ𝐶′𝐶ଵ определяется функцией 𝑦 ൌ 𝐹ሺ𝑥ሻ, которая является 
решением системы (5) и имеет вид 

𝑦ሺ𝑥, 𝑡ሻ ൌ 𝐹ሺ𝑥 െ 𝜐஑ሺ𝑡 െ 𝑡∗ሻ cosሺη െ θሻሻ ൅ 𝜐஑ሺ𝑡 െ 𝑡∗ሻ sinሺη െ θሻ.  



 
 
 

На рис. 3 представлено пластическое течение в окрестности точки 𝐶. В результате вдавли-
вания клина точка 𝐶, в момент времени 𝑡 находившаяся на недеформированной поверхности, при 
𝑡 ൅ ∆𝑡 займёт положение 𝐶′, а дуга 𝐶𝐶ଵ перейдёт в дугу 𝐶′𝐶ଵ. В силу равномерного движения обла-
сти 𝐴ᇱ𝐶′𝐶ଵ𝐵ଵ𝐴ଵ по направлению α-линии 

𝐶𝐶ᇱ ൌ 𝜐஑∆𝑡. 

Если рассматривать ∆𝑡  как бесконечно малый промежуток времени, то дуги 𝐶𝐶ଵ  и 𝐶′𝐶ଵ 
можно считать прямолинейными [12–13]. 

На рис. 3 выполнены дополнительные построения: отрезки 𝐶𝐻 и 𝐶′𝐸 построены параллель-
но оси 𝑦, а отрезки 𝐶ଵ𝐹 и 𝐶𝐺 параллельны оси 𝑥. Из треугольников 𝐶𝐶′𝐺, 𝐹𝐻𝐶ଵ, 𝐶𝐹𝐶ଵ следует: 

|𝐶ଵ𝐸| ൌ |𝐶𝐶ଵ| cosϕ െ |𝐶𝐶ᇱ| cosሺη െ θሻ, 

|𝐶′𝐸| ൌ |𝐶𝐶ଵ| sinϕ ൅ |𝐶𝐶ᇱ| sinሺη െ θሻ, 

|𝐶𝐶ଵ| ൌ
∆𝑡

sinϕ ൅ cosϕ tgሺη െ θሻ
. 

 

 
 

Рис. 3. Пластическое течение в окрестности точки 𝐶 
 

В силу того, что 𝜐஑∆𝑡 ൌ tgφ, 

tgφ ൌ
1 ൅ 𝜐஑ sinሺη െ θሻ ሾ1 ൅ tgሺη െ θሻctgϕሿ

ctgϕ െ 𝜐஑ cosሺη െ θሻ െ 𝜐஑ sinሺη െ θሻ ctgϕ
. (6) 

При ∆𝑡 → 0 хорда 𝐶𝐶ଵ  станет касательной к недеформированной поверхности 𝑦 ൌ 𝑓ሺ𝑥ሻ в 
точке 𝐶, а хорда 𝐶′𝐶ଵ – касательной к деформированной поверхности 𝑦 ൌ 𝑦ሺ𝑥, 𝑡ሻ в той же точке 𝐶, 
поэтому 

tgϕ ൌ െ𝑓′ሺ𝑥஼ሻ, (7) 

tgφ ൌ െ
𝜕𝑦
𝜕𝑥
ฬ
ሺ௫,௧ሻୀሺ ௫಴,௧಴ሻ

ൌ െ𝐹′ሺ 𝑥஼ሻ, 
(8) 

где 𝑡஼ – время начала движения точки 𝐶. 
Положение точки 𝐶 определяется пересечением недеформированной поверхности 𝑦 ൌ 𝑓ሺ𝑥ሻ 

с линией 
𝑦 ൌ 𝑥 tgሺη െ θሻ ൅ 𝑉௬𝑡஼ , 

откуда следует равенство 
𝑥஼ tgሺη െ θሻ െ 𝑡஼ ൌ 𝑓ሺ𝑥஼ሻ. (9) 

Введение новой переменной 



 
 
 

𝑥෤ ൌ 𝑥஼ െ 𝜐஑ሺ𝑡 െ 𝑡஼ሻ cosሺη െ θሻ (10) 

и подстановка (7) и (8) в (6) приводят к уравнению 

𝐹ᇱሺ𝑥෤ሻ ൌ
𝑓ᇱሺ௫಴ሻ െ 𝜐஑ sinሺη െ θሻ ൣtgሺη െ θሻ െ 𝑓ᇱሺ௫಴ሻ൧

𝜐஑ sinሺη െ θሻ െ 𝜐஑ cosሺη െ θሻ 𝑓ᇱሺ௫಴ሻ െ 1
. (11) 

Система уравнений (9) – (11) при условии 𝐹ሺ𝑥஼ሻ ൌ 𝑦஼ определяет ниже точки 𝐶 некоторую 
проходящую через эту точку кривую 𝑦 ൌ 𝐹ሺ𝑥ሻ, которая, перемещаясь вдоль линии скольжения со 
скоростью 𝜐஑, образует деформированную границу на втором этапе деформирования. Выполнен-
ная замена переменных эквивалентна обратному перемещению деформированной границы из по-
ложения 𝐴′𝐶′, которое она занимала в момент времени 𝑡 (см. рис. 2) в положение 𝐴𝐶, занимаемое 
ею в момент времени 𝑡∗.  

При ψ ൌ 0 процесс деформирования происходит только вдоль линии разрыва скоростей 
𝐵ଵ𝐶ଵ и вся область 𝐵ଵ𝐴ଵ𝐴′𝐶ଵ движется как жёсткое целое [14–15]. В качестве возможного статиче-
ски допустимого продолжения поля напряжений в эту область можно рассматривать однородное 
напряжённое состояние 

σଵ ൌ 0, σଶ ൌ െ2𝑘. 

Так как материал в области 𝐴ଵ𝐴′𝐶′𝐶ଵ свободен от напряжений и не оказывает давления на 
клин, то при расчёте усилия, необходимого для внедрения клина, учитывается только часть пло-
щади контакта 𝐵ଵ𝐴ଵ: 

𝑝 ൌ 4𝑘|𝐴ଵ𝐵ଵ| sin θ, 

Рассмотренное решение задачи о внедрении клина в выпуклую заготовку имеет место при 
условии 

η ൒ θ 

и будет полным, если существует статически допустимое продолжение поля напряжений ниже 
линии 𝐵𝐷𝐸𝐶. 

Пусть абсолютно твёрдый клин 𝑦 ൌ |𝑥|ctgሺθሻ внедряется в заготовку, имеющую форму ги-

перболического цилиндра 
ሺ௬ି௔ሻమ

௔మ
െ ௫మ

௕మ
ൌ 1. Для данной задачи возможны три варианта пластиче-

ского течения.  
В случае отсутствия трения в течение всего процесса деформирования угол раскрытия вее-

ра ψሺ𝑡ሻ будет сохранять постоянное ненулевое значение. Вследствие наличия у гиперболы асимп-
тот 𝑦 ൌ േ௔

௕
𝑥 процесс будет стремиться к некоторому автомодельному режиму, соответствующему 

вдавливанию клина 𝑦 ൌ |𝑥|ctgሺθሻ в клин 𝑦 ൌ ௔

௕
|𝑥|. Форма подвижной границы в этом случае нахо-

дится из решения системы уравнений (5). 
Второй случай имеет место, если выполняется условие 

tg ቀ
π
4
െ η ൅ θቁ ൒

𝑎
𝑏

. 

В данном случае при малых глубинах внедрения клина течение происходит при ненулевом 
ψ. Форма подвижной границы определяется решением системы (5). При дальнейшем внедрении 
клина угол раскрытия веера обращается в нуль и процесс деформирования стремится к автомо-
дельному режиму. Форма деформированной границы определяется из решения системы (9) – (11). 

Третий случай имеет место при 

tg ቀ
π
4
െ η ൅ θቁ ൏

𝑎
𝑏

. 

Тогда решение может быть построено только до момента, когда прямая линия 𝐴𝐶 займёт положе-
ние касательной к гиперболе в точке 𝐶. Для данной схемы это предельное положение линии 𝐴𝐶, 



 
 
 
позволяющее построить статически допустимое продолжение поля напряжений в жёсткую об-
ласть. 

Пусть гиперболический цилиндр задаётся уравнением 

ሺ𝑦 െ 1ሻଶ െ
𝑥ଶ

16
ൌ 1, 

угол раствора клина равен  
஠

ସ
, трение отсутствует, т. е. η ൌ ஠

ସ
. 

Тогда уравнение (3) примет вид 

𝑦஼ ൌ 1 െ
1
4
ඥ𝑥஼ଶ ൅ 16. 

Уравнение (2) после исключения из него 𝑦஼ запишется в виде 

𝑥஼ሺ𝑡ሻ ൌ
ሺ𝑡 ൅ 1ሻ

𝑧ଵ
𝑧ଶ
െ

1
4ට16 ቀ

𝑧ଵ
𝑧ଶ
ቁ
ଶ
൅ 𝑡ଶ ൅ 2𝑡

ቀ𝑧ଵ𝑧ଶ
ቁ
ଶ
െ 1

16

. 

Форма деформированной границы материала определяется решением системы (5), которая 
для данной задачи примет вид 

𝑦′஼ሺ𝑡ሻ ൌ െ
𝑥஼

4ඥ𝑥஼ଶ ൅ 16
𝑥′஼ ,

𝑥′஼𝑧ଵ െ 𝑦ᇱ஼𝑧ଶ ൌ 𝑧ଶ,

𝑥′஼𝑧ଵ ൅ τ′஺ሾυ஑ cosሺψሻ െ 𝑥′஼ሺτ஺ሻሿ ൌ υ஑ cosሺψሻ,

 

𝑦ᇱ஼
𝑧ଶ

tgθ
൅ τ′஺ሾυ஑ sinሺψሻ െ 𝑦′஼ሺτ஺ሻሿ ൌ υ஑ sinሺψሻ െ ω sin δ 𝑧ଶ. 

Геометрическое представление пластической области и деформированной поверхности ма-
териала дано на рис. 4 [16]. 

 

Рис. 4. Пластическая область и деформированная поверхность в задаче о внедрении  

клина 𝑦 ൌ |𝑥|ctgሺ஠
଺
ሻ в гиперболический цилиндр ሺ𝑦 െ 1ሻଶ െ ௫మ

ଵ଺
ൌ 1 



 
 
 

В силу отсутствия трения решение задачи стремится к автомодельному режиму. Подобие 
формы деформированной поверхности для моментов времени 𝑡 ൌ 1, 𝑡 ൌ 2, 𝑡 ൌ 3 представлено на 
рис. 5. 

 

 
 

Рис. 5. Подобие формы деформированной поверхности в задаче о вдавливании клина  

𝑦 ൌ |𝑥|ctgሺ஠
଺
ሻ в гиперболический цилиндр ሺ𝑦 െ 1ሻଶ െ ௫మ

ଵ଺
ൌ 1 при отсутствии трения 

 
Выводы. В данной работе для задачи о внедрении клина в выпуклую заготовку были выве-

дены соотношения, позволяющие определить в каждый момент времени 𝑡: форму деформирован-
ной границы материала; координаты точек, лежащих на пересечении деформированной поверхно-
сти и клина, деформированной и недеформированной поверхностей; угол раскрытия веера ψሺ𝑡ሻ 
[17–18]. Получено соотношение для определения по найденным значениям перечисленных вели-
чин необходимой для внедрения клина нагрузки. Также было получено решение задачи о внедре-

нии клина 𝑦 ൌ |𝑥|ctgሺθሻ в гиперболический цилиндр 
ሺ௬ି௔ሻమ

௔మ
െ ௫మ

௕మ
ൌ 1, вычисленное при отсутствии 

трения для значений θ ൌ ஠

ସ
, 𝑎 ൌ 1, 𝑏 ൌ 4. 
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